
11. Gram-Schmidtova procedura

(11.01) Uvod u problem
Cilj: Iskoristiti datu bazu B = {x1,x2, ...,xn} i uz pomoć nje konstruisati ortonormiranu bazu

O = {u1,u2, ...,un} za S.
Strategija: Postepeno konstruisati O tako da je Ok = {u1,u2, ...,uk} ortonormirana baza za

Sk = span{x1, x2, ..., xk} za k = 1, ..., n. �

(11.02) Gram-Schmidtov proces ortogonalizacije
Ako je B = {x1,x2, ...,xn} baza za neki unitarni prostor S, tada Gram-Schmidtov niz definisan

sa

u1 =
x1
‖x1‖

i uk =
xk −

∑k−1
i=1 〈ui,xk〉ui

‖xk −
∑k−1

i=1 〈ui,xk〉ui‖
za k = 2, ..., n

je ortonormirana baza za S. Kada je S n-dimenzionalni podprostor od Cm, Gram-Schmidtov niz se
može izraziti sa

uk =
(I − UkU

∗
k )xk

‖(I − UkU∗k )xk‖
za k = 1, 2, ..., n

gdje je U1 = 0 ∈ Cm i Uk = (u1|u2|...|uk−1)m×k−1 za k > 1. �

(11.03) Klasični Gram-Schmidtov algoritam
Sljedeći algoritam je direktna ili ”klasična” implementacija Gram-Schmidtove procedure.

Oznaka a← b znači da ”a definǐsi da bude (ili postaje) b.”

Za k = 1:
u1 ←

x1

‖x1‖
Za k > 1:

uk ← xk −
k−1∑
i=1

(u∗ixk)ui

uk ←
uk

‖uk‖
�

(11.04) QR faktorizacija
Svaka matrica Am×n sa linearno nezavisnim kolonama se može jedinstveno faktorisati kao

A = QR gdje su kolone od Qm×n ortonormirana baza za im(A) a Rn×n je gornje trougaona matrica
sa pozitivnim dijagonalnim vrijednostima.

• QR faktorizacija je potpun ”opis” Gram-Schmidtove procedure zato što su kolone od
Q = (q1|q2|...|qn) dobijene kao rezultat primjene Gram-Schmidtovog procesa na kolone matrice
A = (a1|a2|...|an) a matrica R je data sa

R =


ν1 q∗1a2 q∗1a3 ... q∗1an

0 ν2 q∗2a3 ... q∗2an

0 0 ν3 ... q∗3an
...

...
...

...
0 0 0 ... νn


gdje je ν1 = ‖a1‖ i νk = ‖ak −

∑k−1
i=1 〈qi,ak〉qi‖ za k > 1. �

(11.05) Linearni sistemi i QR faktorizacija
Ako je rang(Am×n) = n, i ako je A = QR dobijena QR faktorizacija, tada rješenje

nesingularnog trougaonog sistema
Rx = Q>b



je ili riješenje problema najmanjih kvadrata sistema Ax = b ili riješenje istog sistema u zavisnosti
da li je Ax = b saglasan sistem. �

(11.06) Modifikovani Gram-Schmidtov algoritam
Za linearno nezavisan skup {x1,x2, ...,xn} ⊆ Cm Gram-Schmidtov niz dat u 11.02 se može

napisati i na drugi način kao

uk =
Ek...E2E1xk

‖Ek...E2E1xk‖
gdje je E1 = I, Ei = I − ui−1u

∗
i−1 za i > 1,

i ovaj niz je generisan pomoću sljedećeg algoritma:

Za k = 1: u1 ← x1/‖x1‖ i uj ← xj za j = 2, 3, ..., n.
Za k > 1: uj ← Ekuj = uj − (u∗k−1uj)uk−1 za j = k, k + 1, ..., n.

uk ← uk/‖uk‖. �

(11.07) Sažetak
• Kada Gram-Schmidtov proces (klasičan ili modifikovan) primjenimo na kolone matrice A

koristeći tačnu aritmetiku, svaki put dobijamo ortonormiranu bazu za im(A).

• Za računanje QR faktorizacije u aritmetici pokretnog zareza, modifikovani algoritam proizvodi
rezultate koji su dovoljno dobri a često i bolji od klasičnog algoritma, ali modificirani algoritam nije
bezuslovno stabilan - postoje situacije u kojima će proizvesti skup kolona koje nisu ni približno
ortogonalne.

• Za rješenje problema najmanjeg kvadrata sa aritmetikom pokretnog zareza, modificirana
procedura je numerički stabilan algoritam u smislu da metoda opisana u jednom od primjera vraća
rezultat koji je tačno rješenje susjednog problema najmanjih kvadrata. Kakogod, Hauseholderova
metoda (koju nismo radili ali možete tražiti papire da kopirate od predmetnog nastavnika ili
predmetnog asistenta) je dovoljno stabilna a potrebno joj je dosta manje aritmetičkih operacija. �
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